D-MATH Lineare Algebra I HS 2020
Dr. Menny Akka Ginosar ETH Ziirich
Paula Trusl

Losungen zu Serie 4

Gruppen, Ringe, Kérper

Hinweis: Punkte kénnen Sie in den Aufgaben 1, 2(a)-(e) und 5(b) bekommen. Wir erwarten, dass Sie
nicht nur diese Aufgaben bearbeiten, sondern versuchen, die ganze Serie zu l6sen. Eine Ausnahme bilden die
Aufgaben, die mit (¥ ) deklariert sind. Diese Markierung bedeutet, dass diese Aufgaben zum Spafl gedacht
sind.

1. (Repetition) Sei E = {u + sv + tw | s,t € R} fiir u,v,w € R™ eine Ebene im n-dimensionalen Raum R™
und sei v’ € E. Zeigen Sie, dass E = {u/ 4+ sv + tw | s,t € R} gilt, indem sie die beiden Inklusionen ,, C
und ,, O “ zeigen. Um Punkte zu bekommen, miissen Sie diesen Beweis formal sauber aufschreiben.

Losung:
Behauptung: Sei E' := {u' + s'v +t'w | §',t' € R}. Dann gilt E = F’.

Proof. Wir zeigen F C E' und E D F'.

Zunichst bemerken wir noch, dass es wegen u’ € E (feste) sg, %o € R gibt, sodass v/ = u+sov+tow (x).
Wir beginnen mit £ C E’. Sei © = u+ sv + tw € FE fiir s,t € R. Wegen (x) gilt u = u' — sov — tow und
damit £ = u+sv+tw = v’ — spv — tow + sv +tw = v’ + (s — sp)v + (t — to)w. Somit ist x = v’ + s'v+t'w
fiir s/ =s—s0,t' =t —tg € R, also z € E’. Da wir x € E beliebig gewihlt hatten, folgt £ C E’.

Bleibt noch E' C E zu zeigen. Sei dazu z = v’ + s'v +t' € B’ fiir s/, € R. Wegen (x) gilt dann
x=u+sov+tow~+ sv+t' =u+ (so+ s )v+ (to +t')w mit sg+ s',tg + ¢ € R, also € E und somit
E' CFE. O

2. In dieser Aufgabe kénnen Sie je zwei Punkte in den Teilaufgaben (a)-(e) bekommen.

(a) Sei (G, o) eine Gruppe und seien a,b,c € G. Zeigen Sieb=c < aob=aoc.
Losung:

“=": Esist klar, dassb=c=aob=aoc.

“=": Es gelte aob = aoc. Da G eine Gruppe ist, existiert z € G mit x oa = e (ein (links-)inverses
Element von a), wobei e das neutrale Element ist. Also gilt wegen der Assoziativitidt der
Verkniipfung o, dass

b=eob=(roa)ob=zo0(aob)
=zo(aoc)=(roa)oc=eoc=c.
(b) Seien (G,0), (H,A) Gruppen. Zeigen Sie, dass G x H mit der Verkniipfung
(91,h1) * (g2, ha) := (g1 © g2, h1Nhe)  fiir alle g1, 92 € G, hy,he € H
eine Gruppe ist.
Losung:

Wir {iberpriifen die Gruppenaxiome. Seien (g1, h1), (92, h2), (93, h3) € G x H. Dann gilt wegen der
Assoziativitdt in G bzw. H

((91,h1) * (g2, h2)) * (g3, hs) = (g1 © g2, L1 Aha) * (g3, hs) = ((g1 © g2) © g3, (1 Aha)Ahg)

= (91 0 (920 93), hi A(haAhg)) = (g1, h1) * (g2 © g3, halAhs)
= (g1, h1) * ((g2, h2) * (g3, h3)).



(e)

Wir behaupten, dass (eg,en) das neutrale Element in G x H ist, wobei e das neutrale Element
in G, ey das neutrale Element in H bezeichne. Sei dazu (g,h) € G x H. Dann gilt

(6G;6H) * (g7h) = (eG OgaeHAh) - (ga h)

€ G x H und seien g~! € G und h~! € H die Inversen von g bezichungsweise h.

,h™1) das inverse Element von (g, h), denn es gilt

Sei nun (g, h)
Dann ist (g~*

(g_la h_l) * (g’ h) = (g_l ©9, h_lAh) = (eG’ eH)'
Zeigen Sie, dass die Gruppe Z/6Z isomorph ist zur Gruppe Z/2Z x Z/3Z.
Loésung:
Wir schreiben [n],, fiir die Restklasse von n € Z in Z/mZ. Die Abbildung ¢: Z/6Z — Z/27 x Z/3Z,
o([n]s) := ([n]z, [n]3) ist dann wohldefiniert. Denn seien n,n’ € Z mit [n]g = [n']¢. Dann existiert
k € Z mit n = n’ + 6k, also gilt auch n = n' + 2 (3k), also [n]z = [n']2 und n =n’ 4+ 3 - (2k), also
[n]s = [n']3, und damit o([ns) = ¢ ([n]s)-
Um zu zeigen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist seien [n]g, [n']¢ € Z/6Z. Dann ist

¢([nls + [nle) = @([n +n'le) = (In +n'l2, [n +n'ls)

2 ([nls, [nls) + ([n')2, []s) = @([nle) + o ([n']o)

per Definition von ¢ und der Addition in Z/mZ. Die Abbildung ¢ hitten wir auch allgemeiner
als ¢: Z/(mn)Z — Z/mZ x Z/nZ, o([k]lmn) := ([k]m, [k]n) fiir m,n € Z definieren kénnen. Diese
Abbildung ist immer ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus, aber nicht immer bijektiv (Bo-
nusaufgabe: iiberlegen Sie, welche Bedingung fiir m,n gelten muss, damit die Abbildung bijektiv
ist). Um die Bijektivitét unserer expliziten Abbildung ¢: Z/6Z — Z/27 x Z/3Z zu zeigen, geniigt
es genau hinzusehen, welche Elemente wie abgebildet werden. Es gilt

@1 [0]6 = ([0]2,[0]3),
(1] = ([1]2, [1]5),
2]6 = ([0]2, [2]5),
(36 — ([1]2,[0]3),
[4]6 = ([0]2, [1]5),
[5l6 = ([1]2, [2]5),

somit ist ¢ bijektiv, also ein Isomorphismus.

Die Ordnung |G| einer Gruppe G ist definiert als die Méchtigkeit der Gruppe. Fiir eine endliche
Gruppe, d.h. eine Gruppe mit |G| < oo ist die Ordnung also einfach die Anzahl der Elemente von
G. Die Ordnung ord(a) eines Element a € G ist die kleinste Zahl k € N, so dass a* = e, wobei e € G
das neutrale Element ist. Wir schreiben ord(a) = oo, wenn a* # e fiir alle k € N.

Seien nun (G,o0),(H,/A) Gruppen und sei ¢: G — H ein Gruppenisomorphismus. Zeigen Sie
ord(¢(a)) = ord(a) fiir alle a € G.

Tipp: Benutzen Sie, dass ¢ das neutrale Element von G auf das neutrale Element von H abbildet.
Lésung:

Sei a € G. Es gilt p(a*) = (p(a))* fiir alle k € N. Falls ord(a) = oo so gilt a* # e fiir alle ¥ € N und
damit (p(a))* = ¢(a*) # e fiir alle k € N, da ¢ injektiv ist. Folglich ist dann auch ord(¢(a)) = oco.
Ist nun k = ord(a) € N, dann gilt a* = e also e = (p(a))* und damit folgt ord(¢(a)) < k = ord(a).
Sein nun ord(¢(a)) = I. Dann gilt e = (¢(a))! = p(a'). Da ¢ injektiv ist, folgt a' = e, also auch
ord(a) <1 = ord(p(a)). Es folgt ord(¢(a)) < ord(a) < ord(p(a)), also die Behauptung.

Zeigen Sie, dass die zwei Gruppen Z/47 und Z /27 x 7Z./27 nicht isomorph sind.
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Losung:

Es ist Z/4Z = {0,1,2,3} und man iiberzeugt sich leicht, dass ord(1) = 4. Allerdings gibt es in
Z)27 x 7.]27 = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} kein Element der Ordnung 4, denn ord((1,1)) = 2 und
ord((1,0)) = ord((0,1)) = 2. Wegen der Aussage aus Teilaufgabe (d) kann es also keinen Gruppe-
nisomorphismus Z/47Z — Z /27 x 7Z./27 geben.

Finden Sie einen surjektiven Homomorphismus Z/47Z — 7Z/27Z. Allgemeiner, seien m,n € N mit
m|n (m teilt” n, d.h. es existiert d € N mit n = dm). Finden Sie dann einen surjektiven Homo-
morphismus Z/nZ — Z/mZ.

Loésung:

Wir zeigen nur die allgemeine Aussage, der Spezialfall folgt dann aus 2|4, denn 4 = 2-2. Wir benutzen
die Notation aus (¢) und setzen ¢: Z/nZ — 7Z/mZ, o([k],) := [k]m. Dann ist ¢ wohldefiniert. Denn
seien k, k' € Z mit [k],, = [k'],, dann existiert [ € Z mit k = &k’ + nl. Nach Voraussetzung existiert
d € N mit n = dm, also gilt auch k = k' + m - (dl), also [k],, = [K']m und somit o([k],) = @([K']n)-
Nun ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir [£],, [k'], € Z/nZ gilt

P([kln + [Kn) = @((k + Eln) = [k + Elm = [Elm + [K']m = @([k]n) + o([K]n),

nach Definition von ¢ und der Addition in Z/nZ und Z/mZ. Auerdem ist ¢ surjektiv, denn fiir
beliebiges (k] € Z/mZ mit k € Z ist ¢([k]n) = [k]m.

Zeigen Sie, dass es weder einen surjektiven Homomorphismus Z/3Z — Z/2Z gibt noch einen sur-
jektiven Homomorphismus Z/27Z — Z/37.

Loésung:

Angenommen, es giibe einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢: Z/2Z — Z/3Z. Dann gilt
©(0) = 0, denn ein Gruppenhomomrphismus schickt immer das neutrale Element auf das neutrale
Element. Falls ¢(1) = 0 ist, dann ist ¢ nicht surjektiv (1,2 wéren nicht im Bild von ¢), aber auch
falls o(1) € {1,2} ist, dann ist ¢ nicht surjektiv (denn dann ist 2 bzw. 1 nicht im Bild von ¢.
Nehmen wir nun an, dass ¢: Z/3Z — Z/27Z ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. Dann ist
(1) € {0,1}. Falls (1) = 0 ist, dann gilt p(2) = ¢(1+1) =0+ 0 = 0, da ¢ ein Gruppenhomo-
morphismus ist, also ist ¢(7) = 0 fiir alle n € Z/37Z und somit nicht surjektiv. Falls p(1) = 1 ist,
dann folgt 0 = ¢(0) = p(1+1+1)=1+1+1=1# 0, ein Widerspruch.

3. Betrachten Sie die Gruppe S5 = S({1,2, 3}).

()

Zeigen Sie, dass S3 nicht abelsch ist.

Loésung:

Sei f € S3 = S5({1,2,3}) die bijektive Abbildung f: {1,2,3} — {1,2,3},1— 2,2+ 3,3 — 1, und
sei g € S3 die bijektive Abbildung ¢g: {1,2,3} — {1,2,3},1+— 2,2+ 1,3 — 3. Dann gilt

gof:1—~1,2—3,3—2 und
fog:1—32—23—1,

also go f # f o g und S5 ist nicht abelsch.

Finden Sie jeweils eine Untergruppe von S3, die Ordnung 2 bzw. 3 hat.

Losung:

Wir behaupten, dass B := {f, h,id} eine Untergruppe der Ordnung 3 von Ss ist, wobei f die Abbil-
dung aus (a) sei und h: {1,2,3} — {1,2,3},1 + 3,2~ 1,3 — 2. Es gilt némlich foh =id 23,
hof =idf1 23y, fof=hund hoh = f, also jok € A fiir alle j,k € A, und fl=hht=fcA.
Also ist B eine Untergruppe von Ss. |B| = 3 folgt direkt aus der Definition der Ordnung einer
Gruppe und [{f, h,id; 233} = 3.

Die Teilmenge A := {712,id{1,2,33} mit 712: 1 = 2,2 — 1,3 = 3 ist eine Untergruppe von Sz der
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Ordnung 2. Denn es gilt 715 0 712 = id, also fo g € A fiir alle f,g € A, und 7,' = 715 € A.

4. Betrachten Sie die Menge

(a)
(b)

G =(2/52)" = (Z/5Z) \ {0} = {1,2,3,4}.
Zeigen Sie, dass G mit der Multiplikation @ - b := a - b als Verkniipfung eine Gruppe bildet. Was
sind die Inversen der 4 Elemente?

Zeigen Sie, dass es einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus
©: (Z/4Z,—|—) -G,
gibt, so dass (1) = 2 gilt und ¢ ein Isomorphismus ist.

Loésung:

(a)

Die Gruppenaxiome werden leicht nachgerechnet: Zunichst ist die Verkniipfung assoziativ, da das
Produkt auf Z assoziativ ist. Das neutrale Element der Gruppe ist 1, und erfiillt offensichtlich das
entsprechende Gruppenaxiom (1Z = 1 -2 = Z). Die Inversen der 4 Elemente ergeben sich aus:

3.3-1, 1.1—=T1.

Konkret: 2 ' =3,3 ' =2,4 ' =1.
Die Gruppe (Z/ 47, +) wird vom Element 1 erzeugt. Das heisst, jedes Element ist ein Vielfaches
von 1 (zB.3=3-1=1+1+1 etc.). Damit ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ schon eindeutig

bestimmt durch Angabe des Bildes von 1, also ¢(1)(= 2 in unserem Fall). Konkret sind die Bilder
der Elemente

p0)=1 (neutrales Element)
p(1)=2

p(2)=p(I+1) =) ¢(1)=2-2=4

e(3)=¢(1) ¢(1) - p(1)=2-2-2=3.

Man kann explizit nachpriifen, dass dies ein Gruppenhomomorphismus ist, indem man , stumpf-
sinnig” alle moglichen Verkniifungen iiberpriift und zeigt p(a + b) = p(a)p(b). Da die Gruppen
abelsch sind, muss man jeweils nur eine Reihenfolge der beiden verkniipften Elemente a, b beachten.
Desweiteren gilt immer p(0 + a) = ¢(a) = ¢(0)p(a), es reicht also a,b # 0 zu betrachten. Die
verbleibenden Gleichungen sind schnell nachgerechnet:

p(I+1)=4=p(I)p(1)
p(1+2)=3=p(1)¢(2)
p(I1+3)=T1=p(1)p(3)
P(2+2)=1=¢(2)p(2)
P(2+3) =2=p((2)¢(3)
P(3+3)=4=0(3)p(3)

Es ist auflerdem aus der expliziten Beschreibung von ¢ oben klar, dass ¢ bijektiv ist, also ein
Isomorphismus.

Hinweis: Mit mehr Erfahrung kann man den Beweis auch abkiirzen. Die Gruppe Z/47Z ist zyklisch,
erzeugt von 1 mit der einzigen Relation ' =14+T+141=0 Unmzu schliefien, dass ¢ ein

Gruppenhomomorphismus ist, reicht es deshalb zu priifen, dass

o(1)*

2)*=T1.



5. Sei F ein Korper. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

Tipp: Fiir das Widerlegen geniigt es, ein Gegenbeispiel zu finden.

(a)

Fiir alle a,b € T folgt aus a - b =0, dass a = 0 oder b = 0 gilt.

Losung:

Wir behaupten, dass die Aussage richtig ist.

Seien a,b € F mit a-b = 0. Angenommen, es gilt a # 0 und b # 0. Dann existieren Inverse
a~',b~1 von a,b und aus ab = 0 folgt a~!(ab) = a0 = 0 und daraus wegen der Assoziativitit
der Multiplikation (b~'a=1)(ab) = b=1(a"t(ab)) = b=1(0) = 0. Nun ist aber b='a~! das inverse
Element von ab, sodass wir 1 = 0 bekommen. Dies ist ein Widerspruch, denn in Kérpern gilt immer
1 #£ 0. Unsere Annahme a, b # 0 war also falsch und es gilt a = 0 oder b = 0.

Fiir a,b € F folgt aus a-a = b- b, dass a = b oder a = —b gilt.

Losung:

Wir behaupten wiederum, dass die Aussage richtig ist.

Seien a,b € F mit a-a = b-b. Dann gilt a-a+ (=b-b) = b-b+(—b-b) = 0. Aus den Distibutivgesetzen
in F folgt (a —b)(a+b) =a-a—0b-b, also erhalten wir (a —b)(a+b) = 0. Teilaufgabe (a) impliziert
nimna—b=0,alsoa=a—-b+b=0+b=b,odera+b=0,alsoa=a+b—b=0—b=—b, was
ZU zeigen war.

Fiir a,b € F folgt aus a-a-a=">b-b-b, dass a = b.

Tipp: Denken Sie an die komplexen Zahlen C.

Losung:

Diese Aussage ist falsch. Sei F = C, a = ¢*™/3 und b = 1. Dann gilt

. 3 )
a~a~a=<627”/3> =™ =1=1-1-1=b-b-b,

aber a = e2™/3 £ b =1.

6. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

.’ﬂ1+.’£2:1
To+x3=1

T +x3=1

iiber dem Korper

(a)

(b)

Fo =7Z/2Z

Losung:

Wir vereinfachen das lineare Gleichungssystem durch Zeilenumformungen, wobei wir beachten, dass
141 =0 gilt in Fy:

Ls+L,—Lsg Ls+Lo—Ls
Ak e N et R Bt N

1 1 011 1 1 01 1 1 011
0 1 1]1 01 1|1 01 1|1
1 0 111 01 1|0 0 0 0|1
Wegen 0 # 1 € Fy gibt es also keine Losung.

Fs =7Z/3Z

Losung:
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Unter Beachtung der Rechenregeln in F3 gehen wir vor wie in Teil (a):

11 0]1 11 0]1 11 0]1
0 1 1|1 | B2zl [ g q|q | Letlezbs [ g 1 11
10 11 02 1|0 00 2|1
2L3— L3 1101 Lo+2L3— Lo R B Li1+2La— L1 10 012
2hsmbs g o q | | fetElemle g g g | L2l f g g2
00 1|2 00 1|2 00 1|2

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems ist in diesem Fall also 1 = 29 = 23 = 2.

(c) R.

Loésung:

Wir vereinfachen das lineare Gleichungssystem wieder durch elementare Zeilenumforumgen, diesmal
iiber R:

1 1 01 1 1 0711 1 1 01
0 1 1|1 | =zt g 1 p |1 | EetEe2bs g 1 11
1 0 1)1 0 -1 110 0 0 2|1
L 11 01 11 01 100 %
2787 01 111 | ==l [ o 1 0 % Lit-Lemln | g 1 :
1
00 1|3 00 1|1 00 1|1
Die eindeutige Losung des Gleichungssystems ist in diesem Fall also z1 = x93 = x3 = %

7. (a) Losen Sie die Gleichung 4z + 6 = 1 in F.

(b) Losen Sie die Gleichung 3z +b = ¢ in F17. Achtung:

()

Losung:

Esgiltdzr +6=1<=4r=1—-6=-5=2 mod7. Nunist 4 ' =2inF;,denn 4-2=8=1
mod 7, also gilt

dr+6=1<=42=2 modT<=z2=4"1.2=2.2=4.

ch ist keine gute Antwort - verstehen Sie, was

Teilen durch 3 in Z/17Z bedeutet.
Losung:
Das inverse Element von 3 in [Fy7 ist 6, denn es gilt 6 - 3 =18 =1 mod 17. Es gilt also

3t +b=c<=3r=c—b<=r=3"(c—b)=6(c—b)=6c— 6.

—2020
4

Losung:

)

Wegen der Assoziativitit der Multiplikation in F5 gilt 7%

oy 1010
:(4) 'Da4?=16=1 mod 5
ist, gilt =1 Es folgt induktiv

=+1010

2020
=1

1009 1009
4 = =..

=1-1 1

Il
=

[}
o

a 1 das Einselement in F5 ist.

1
+

wl|ool

ol
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Losung:

Da
4-4=1 wund 3-2=1
ist, folgt % =4 und % = 2. Wir rechnen:
3 01 - - - _
—4+==3-4+1-2
4 3
=2+2
=4.
Spaf3aufgaben
Loésung:

Wir werden hier keine Losungen fiir die Spalaufgaben 9-11 angeben. Das Buch https://www.springer.
com/gb/book/9783030552329 beschéftigt sich mit diesen Aufgaben und Sie kénnen jederzeit den Do-
zenten Menny Akka Ginosar ansprechen, um die Losungen dieser Aufgaben zu diskutieren.

9. (Teilbarkeits-Tests)

(a) Zeigen Sie mittels Restklassenarithmetik, dass eine Zahl n € N genau dann durch 3 teilbar ist, wenn
ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. Zeigen Sie auch, dass eine Zahl n € N genau dann durch 9 teilbar
ist, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. Zeigen Sie allgemeiner mittels Restklassenarithmetik,
dass eine Zahl n € N und ihre Quersumme denselben Rest haben bei Division durch 3 (bzw. 9).

(b) Finden Sie eine dhnliche Regel fiir Teilbarkeit durch 11, und allgemeiner fiir den Rest bei Division
durch 11.

(c) Finden Sie eine dhnliche Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 7, und allgemeiner fiir den Rest bei Division
durch 11.
Tipp: Dies benutzt eine gewichtete Version der Quersumme. Uberlegen Sie, was mit ,,gewichtete®
Version gemeint ist. Zum Beispiel benutzt der Teilbarkeitstest fiir 11 die ,,Gewichte“ 1 und —1.

(d) Das erste Resultat bei Google fiir die Suchanfrage ,,divsibility test of 7% ist die Website https:
//www.mathsisfun.com/divisibility-rules.html. Lesen Sie die Regel fiir Teilbarkeit durch 7
auf dieser Website und erklidren Sie die Regel mit Restklassenarithmetik (nicht so einfach!). Zeigen
Sie, dass sich diese Regel nicht einfach fiir Reste verallgemeinern lisst wie oben und begriinden Sie,
warum.

10. In dieser Aufgabe beschiftigen wir uns mit einigen einfachen Implikationen aus beriithmten Theoremen
aus dem Gebiet der Zahlentheorie.

(a) Der Zwei-Quadrate-Satz von Fermat lautet wie folgt: Sei p eine ungerade Primzahl. Dann kann p

genau dann als Summe zweier Quadratzahlen p = 22 + y? mit =,y € Z geschrieben werden, wenn
p =1 mod 4. Zeigen Sie dass die Bedingung p = 1 mod 4 fiir die Existenz von z,y wie im Satz
notwendig ist. Dies ist die einfache Richtung des Satzes.
Fiir die schwierigere Richtung gibt es viele Beweise und sie ist der Anfang eines sehr schénen Ge-
biets der Mathematik. Wenn Sie daran interessiert sind und Zeit finden, schauen Sie sich dieses
schone Video an: youtube.com/watch?v=DjI1NICE jOk. Die visuelle Erklirung aus dem Video wird
im Buch https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-030-55233-6 reproduziert. Die Ge-
schichte des Zwei-Quadrate-Satzes von Fermat und wohin der Satz fiithrt wird auch am Anfang dieses
tollen Buches http://www.math.toronto.edu/~ila/Cox-Primes_of_the_form_x2+ny2.pdf be-
sprochen.
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11.

12.

(b) Der Drei-Quadrate-Satz von Legendre besagt folgendes: Eine natiirliche Zahl n kann genau dann
als Summe dreier Quadratzahlen
n=a? 4?4 22

geschrieben werden, wenn n nicht von der Form n = 4%(8b+ 7) mit natiirlichen Zahlen a und b ist.
Zeigen Sie eine einfachere Version der notwendigen Bedingung in diesem Satz: Falls n = x2 +y2 + 22
ist, dann gilt n # 7 mod 8. Um die Umkehrung dieser Aussage zu beweisen, braucht man Zutaten
des ganzen Mathematik-Bachelors.

Losen Sie das Hut-Rétsel, siehe Aufgabe 3.56 im Buch https://link.springer.com/book/10.1007/
978-3-030-55233-6.

(Sudoku fiir Mathematiker) Sei G die Menge mit sechs verschiedenen Elementen {a, b, ¢, z,y, 2z} und sei
o: G x G — @ eine Verkniipfung, die iiber die folgende (unvollstindige) Verkniipfungstafel beschrieben
wird:

olalblclz|y]|=z
a cl|b
b x|z

c Y

x x

Y

z a x

Hierbei bedeutet der Eintrag y in Zeile ¢ und Spalte b, dass co b = y gilt. Die meisten Eintrdge dieser
Tabelle fehlen noch. Thre Aufgabe ist es, diese Tabelle zu vervollstdndigen und dabei die Gruppenaxio-
me zu erfiillen (Assoziativitit der Verkniipfung, Existenz des neutralen Elements, Existenz der inversen
Elemente).

Sie konnen davon ausgehen, dass eine Vervollstdndigung der Verkniipfungstafel existiert, die alle Grup-
penaxiome erfiillt, d.h. Sie miissen am Ende nicht noch testen, ob z.B. die Assoziativitdt auch wirklich
fiir alle Kombinationen erfiillt ist.

Lésung:

Zuerst versuchen wir das neutrale Element e der Gruppe zu erkennen. Dieses erfiillt v o e = w oder
eou = u fir alle w € G. Wenn wir in einer Zeile v den Eintrag u o w = w finden, dann muss w das
neutrale Element sein (folgt durch Multiplizieren mit der Links-Inverse von u). Analog kann man auch
fiir die Spalten vorgehen.

Wir entdecken in der Tabelle den Eintrag x o x = x und koénnen also schliessen, dass e = = das neutrale
Element ist. Wir verwenden die Definition des neutralen Elements (v o e = u und e o u = w fiir alle u)
und koénnen die z-Zeile und z-Spalte auffiillen:

ola b ¢ xz y =z
a a c b
b x z b

c Y c
rla b ¢ x y =z
Yy Y

z a z

Jetzt verwenden wir die Definition des inversen Elements v von u: uov = e = v o u. Wir finden den
Eintrag z o y = x, also kénnen wir y o z = x ergénzen.

Um weiter fortzufahren miissen wir die Assoziativitéit anwenden: (u o v) o w = w o (v o w). Damit wir
mithilfe der Assiziativitidt einen Eintrag erzeugen, brauchen wir drei schon vorhandene Eintrige in der
Tabelle. Wissen wir z.B. vow =e, uov = f und uo s = g, dann kénnen wir den Eintrag f ow = g in
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die Tabelle eintragen. Solche Kombinationen zu finden ist zugegeben etwas mithsam, aber es gibt z.B.
die folgenden Kombinationen

aob=(zob)ob=zo0(bob) =z,

T N——
yob=(cob)ob=co(bob)=c,
N—— N——
Y x

—— ——
4 z
Dann ergibt sich in unserer Tabelle
ola b ¢ = y =z
alx z a c b
b x z b
c Y c
zla b ¢ x y =z
Yy c Y
z a b z =

Wir finden weitere Eintrige:
zoy=x=yoz
coc=(yob)oc=yo(boc)=yoz=u=x
ao(yoc)=(aoy)oc=coc=uz, alsoyoc=a.
coy=co(cob)=b
coz=co(boc)=yoc=a.
Da fiir alle Elemente v € G die Links- und Rechtsmultiplikation, ndmlich
uo-:G—G, v uow
cou:G—G, v—vou,

Bijektionen sind, folgt, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element genau einmal vorkommen
muss. Wir schliessen deshalb

aoc=y
coa=z.
Es folgt weiter

yoy=(aoc)oy=ao(coy)=aob=z
boy=bo(cob)=zo0b=ua

yoa=yo(coz)=az=0>.

Wir erhalten

ola b ¢ = y =z
alx z y a c b
b r z b a

clz y ¢ b a
rla b ¢ x y =z
ylb ¢ a vy z x
z a b z =z
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Es folgt durch Assoziativitét
boa:bo(yoc) = (boy)oc:aoc:y.

Da in jeder Zeile und Spalte jedes Element genau einmal stehen darf, folgt

zoa=c
boz=c
zoz=y
und wir erhalten die vollstdndige Tabelle
ola b ¢ x y =z
alx z y a c b
bly o z b a c
clz y x ¢ b a
xla b ¢ x y =z
ylb ¢ a y z =
zlc a b z =z y

Ist dies jetzt eine Gruppe? Da wir in jedem Schritt zwingende Regeln angewendet haben, kénnen wir
aufgrund des Hinweises auf dem Ubungsblatt davon ausgehen.

Wie kann man aber nachpriifen ob die Verkniipfungstabelle widerspruchslos ist? Eine Moglichkeit ist
die Uberpriifung aller moglicher Kombinationen; aufgrund der Anzahl Kombinationen ist dies aber sehr
mithsam. Hier wissen wir aber, dass G (bei geeigneter Umbenennung der Elemente a,b, ¢, z,y, z) die
symmetrische Gruppe Sj3 ist, die IThnen noch mehrmals im Laufe des Studium begegnen wird.
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